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Zum Tragverhalten von Stahlbetontragwerken
unter auflagernahen Einzellasten

von Prof. Dr.-Ing. Richard Rojek

1. Allgemeines

Bei auflagernahen Einzellasten kdnnen sich die Spannungszustidnde des Endstdrbereichs
(De-Bereich), vgl. [1], und des Storbereichs der Lasteinleitung (Di-Bereich), vgl. [2] und
[3], nicht unabhéngig von einander ausbilden, sondern sind auf Grund der rdaumlichen Néhe
miteinander verknupft. In diesem Fall bildet sich ein groRraumiger Diskontinuitats- oder
Storbereich (D-Bereich) aus, in dem der gesamte Spannungszustand zwischen der Last-
einleitungsstelle und dem Auflager von der Biegetheorie abweicht. Es kénnen sich Spreng-
werke bilden (vgl. Bild 1), die als solche in den Stegbereichen Druckstreben erzeugen und
daher auf den ersten Blick fir Beton teilweise erheblich glnstigere Beanspruchungen erge-
ben kénnen als Spannungszustande nach der Biegetheorie.

Um den besonderen Charakter solcher interaktiven Bereiche zu unterstreichen, werden sie
im Folgenden De;-Bereiche genannt. Diese D-Bereiche kénnen erheblich groliere Aus-
dehnungen erreichen als den bisher flr D-Bereiche allgemein angenommenen Wert von
)\D =d.
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Bild 1: Sprengwerk

Fuhrt man nun fur ein solches System, wie es im Bild 1 dargestellt ist, eine Berechnung
mit der Finite-Element-Methode durch, so sieht man am Ergebnis (Bild 2), dass sich in
Wirklichkeit gar nicht die sprengwerkstypischen direkten Druckstreben von den Krafteinlei-
tungspunkten zu den Auflagern einstellen. Die Druckstreben sind zwar deutlich ausgepragt,
verlaufen aber nicht geradlinig, sondern gekrimmt. Die aus dieser Krimmung resultieren-
den Umlenkkréfte erzeugen ein gleichfalls sehr deutlich ausgepragtes Zuggewdlbe, das
zwischen den beiden eingeleiteten Lasten ein randparalleles Verbindungsstiick aufweist.
Die nahe liegende Annahme, dass sich bei auflagernahen Einzellasten direkte Druckstreben
ausbilden und im Stegbereich nur - fir den Beton guinstige - Druckspannungen entstehen,
wird dadurch widerlegt. Die Krimmung der Druckstreben belegt, dass die Zugspannungen
nicht nur in Folge der Querkontraktion entstehen.
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Bild 2: FE-Berechnung des Systems von Bild 1

Es muss daher auch bei auflagernahen Lasten damit gerechnet werden, dass der Beton im
Stegbereich versagt, weil die Zugspannungen des Zustands | die Betonzugfestigkeit errei-
chen. Natirlich weicht die Grol3e dieser Zugspannungen im vorliegenden Fall - bei gleicher
Querkraft - ab von denjenigen in Biegebereichen, vgl. [4] bis [7], oder auch in De-
Bereichen, vgl. [1]. Aus Versuchen ist allgemein bekannt, dass bei auflagernahen Einzel-
lasten grofRere Bruchlasten erreicht werden als in anderen Féllen. So darf in Deutschland
nach der aktuellen DIN 1045-1 [8] der Anteil der Querkraft einer im Abstand a<2,5[d
vom Auflagerrand wirkenden Einzellast bei direkter Auflagerung fiir Nachweise der Zugbe-
anspruchung des Steges im Verhéltnis a/ (2,5 [d) abgemindert werden.

Daraus konnte zunadchst gefolgert werden, dass eine Wechselwirkung von De- und Dj-
Bereichen nur zu erwarten ist, wenn die Einzellast hochstens 2,5 OO0d vom Auflagerrand
entfernt eingeleitet wird. Dies trifft jedoch bei Weitem nicht zu. Diese Feststellung stellt je-
doch keinen Widerspruch zur Regelung der DIN 1045-1 dar, da diese ja nur einen Bemes-
sungsbonus anbietet, dessen geometrische Grundlage auf der sicheren Seite liegend be-
grenzt wurde. Die Regel ist in dieser Form fur die Anwendung in der Praxis somit sicher
sinnvoll, so lange die Zusammenhange nicht weiter gehend erforscht sind.

Eine besondere Bedeutung erhélt das Phanomen allerdings durch den Umstand, dass sich
in zahlreichen Versuchen die Spannungszustande der D.- und D;-Bereiche gegenseitig
beeinflussen, dies jedoch bei den Versuchsauswertungen bislang nicht bertcksichtigt wur-
de. Die im Bild 3 fur einen Balken mit Einzellasten bei a =3 [z dargestellte Hauptspan-
nungsverteilung weicht zwischen Auflager und Einzellast sehr deutlich ab vom Auflagerbe-
reich des im Bild 4 dargestellten Tragers mit gleichen Abmessungen und einer Einzellast
in Feldmitte. (Anmerkung: Bei dem im Bild 3 dargestellten System wurden auf der rech-
ten Seite horizontal starre, vertikal verschiebliche Lager eingefiihrt, um eine Symmetrie-
achse, also die Feldmitte eines symmetrischen Systems, zu simulieren.) Es sei noch dar-
auf hingewiesen, dass auch bei der im Bild 3 vorgegebenen Laststellung das Zuggewdlbe
der Krafteinleitung sehr deutlich zu erkennen ist.
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Bild 4: Hauptspannungsverteilung eines Balkens mit Einzellast in Feldmitte

Aus der Literatur ist schon seit Langem bekannt, dass die gegenseitige Beeinflussung der
D.- und D;-Bereiche wesentlich weiter reicht als bis zu einem Abstand der Krafte von
2,5 . Besonders anschaulich wurde dieser Zusammenhang von Kani mit dem von ihm
kreierten ,Schubbruchtal“ [9] dargestellt, das u. a. Leonhardt in [10] in die deutsche
Fachliteratur einfuhrte.

Im Weiteren wird nun mit Hilfe von vereinfachten Tragwerksmodellen untersucht, zu wel-
chen Anteilen die Lasten Uber Biegung bzw. Sprengwerkswirkung abgetragen werden.
Hierzu werden die erforderlichen Formanderungsarbeiten im Zustand | der jeweiligen
Tragwirkungen abhangig vom Abstand a der Einzellast zum Auflager gegenlbergestellt.
Unter Annahme einer symmetrischen Belastung genlgt dabei die Betrachtung des Bereichs
vom Auflager bis zur Einzellast, da die Formanderungsarbeit zwischen den Einzellasten bei
beiden Tragsystemen gleich grol3 ist. Die Formanderungsarbeit der inneren Krafte ist fol-
gendermal3en definiert:

W=i£%®&dA® (1).

Mit o=EL,

e =0/l = F/(ALE)
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und unter der Annahme konstanter, gleich groRer Querschnittsflachen und eines konstan-
ten E-Moduls wird daraus

1 2
W_meqF(s) ds (),

)

wobei das negative Vorzeichen hier vernachlassigt wurde, da das Vorzeichen bei den hier
durchgefiihrten Untersuchungen keine Rolle spielt.

Fur eine Uber die Lange s konstante Kraft F folgt somit:
1

W:ZDM:E[IFZEI] 3).

2. Modell fur die Sprengwerkstragwirkung

Bei einem Sprengwerk stellt sich der Krafteverlauf modellhaft entsprechend Bild 5 ein,
wobei ndherungsweise die Spannungen aus der Krafteinleitung vernachlassigt werden.

A ¢ Ts

F

Bild 5: Kréafte und Geometrie des verwendeten Sprengwerks

Aus dieser Geometrie ergibt sich fur die Krafte mit

m =2 (4):
z

C,=FB/m? +1 (5)
und T, =Fn (6).

Fur die Wirkungslangen dieser Kréafte gilt:

| oo =2B/m” +1 (7)
und | c =z (8).

Auf Grund des konstanten Verlaufs der Kréfte folgt unter der Annahme, dass die beiden
Streben gleiche Querschnitte und - im Zustand | - gleiche, linearelastische Dehnsteifig-
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keiten aufweisen, fir die Formanderungsarbeit bei Sprengwerkswirkung analog Glg.

(3):

— 2
WSprengwerk - 2[AE [qc il Cs +T i ) (9)

Fur die Wirkungsflache der Zug- und Druckstrebe wird angenommen:

A=b, EE mit b, =Stegbreite

h (20).
2 =Druckzonenhdhe
Mit zZ= 2 h
3
3
folgt A =§ b, (12).
Damit und durch Einsetzen der GIn. (5), (6), (7) und (8) in Glg. (9) ergibt sich:
— 2 2 2
W prenguert —3m T EEF {m? +1) 2 B/m’ +1+F (n Qﬁn} (12)
und somit:
_ AF >
WSprengwerk 3|]) [E I:E(m +1) m +1+m :| (13)

3. Modell fur die Biegetragwirkung

Fur die Biegetragwirkung wird ein Krafteverlauf entsprechend Bild 6 angenommen.

Bild 6: Modell fur die Biegetragwirkung

Fur den D¢-Bereich, das heif3t fir den Bereich bis zum Abstand x =z vom Auflager, gilt
mit der Annahme tan a = 3/8, vgl. [1], ndherungsweise:
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TezFE{/sz[—l\/;—_s (14)
Ce=FEL/2—2DanO(+tan2a:FEI\/%_9 (15)
C, =F (16)
W=zl a =200 17)
Ce:zEL/Z—ZDanO(HanZO(:zEl\/:—_g (18)
v =z[lana=z[-g— (19).

Mit den GIn. (14), (15), (16), (17), (18) und (19) sowie Ansatz der Strebenflachen nach
Glg. (11) wird die Formanderungsarbeit im D.-Bereich, wiederum unter der Annahme glei-
cher, linearelastischer Dehnsteifigkeiten im Zustand I, entsprechend Glg. (3) zu:

_ 4F* 7303/73 +8903/89 +24
WDe—Bereich - 3 DED 512

(20).

Im Biegebereich , das heil3t fir x >z, nehmen die Biegezugkraft Tz und die Biegedruck-
kraft Cg entsprechend dem Momentenverlauf linear zu. Sie kdnnen Uber die Formel

=\ =Ty (21)

ausgedruckt werden. Mit der oben angegebenen Annahme gleicher Dehnsteifigkeiten und
gleicher Querschnittsflache nach Glg. (11) wird ihre Formanderungsarbeit zu:

1 a
W, =W,, = [ Cs ()" dx

2MA[E
_ 4 2FE Y
s aElo ) o @)

z

z

— 4 F2 3 3
-2 el fa-2)
3, [E 3
Mit Glg. (4) folgt somit:

4 [F?
Wep =Wy = % {m® -1) (23).

Der Steg wird im Biegebereich in Folge des veranderlichen Momentenverlaufs von schragen
Zug- bzw. Druckstreben T, bzw. C, beansprucht. Bei Ansatz einer Strebenneigung von
45 ° und Umrechnung auf ,laufende Meter* mit dem Faktor 1/z ergeben sich die kon-
stanten Krafte:
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C, =T, =

w w

/2 D'mzl (24).

N =

Ihre Lange betragt:
l e =11 =V2 2 (25).

Analog Glg. (3) folgt also fur die Formanderungsarbeit pro Meter

We,- =Wy =5 [EEElB/_BEj 32z (26).

Steg
Die Wirkungsflache As,, der Streben ist bei Ansatz einer Neigung von 45 °

1
Ases =5 /20, @27).

Fur die Gesamtarbeit der Zug- bzw. Druckstreben im Wirkungsbereich (a - z) folgt somit:

_ F?
WCW*—WTW*—\/E[H) [Emlg/_ fa-z) (28).

w

Daraus wird mit Glg. (4):

4F° ﬁ

W,,.=W,.,=—— m - 1 29).

Cw Tw 3|]) [E 8 [q ( )

Fur die gesamte Formanderungsarbeit bei Biegetragwirkung ergibt sich also:
WBiegung = WDE—Bereich + WCB + WTB + WCW* + WTW* (30)

Durch Einsetzen der GIn. (20), (23) und (29) erhalt man:

W AT %73Wﬁ+89w@+24+2%[@m3—1)+292—E(m—1) (31).

Bleons 3, [E 512

4. Minimum der Formanderungsarbeit

Da sich, um ein Minimum an Formanderungsarbeit zu erreichen, eine Mischform der bei-
den Tragwirkungen einstellen wird, wird im Weiteren der prozentuale Anteil der jeweiligen
Tragwirkung gesucht. Dazu wird angenommen, dass der Uber Biegung abzutragende Anteil
der Gesamtlast

F

Biegung

:BDF

Gesamt

(32)

ist. Damit wird der Uber Sprengwerkswirkung abzutragende Anteil zu:

I:Sprengwerk - (1 B) Gesamt (33)
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Da die Krafte bei der Berechnung der Formanderungsarbeit quadratisch eingehen, verglei-
che Glg. (13) und (31), qilt fir die Gesamtarbeit:

2

W = Bz D/\/Biegung + (1_8) D/\/Sprengwerk (34)
Das Minimum der Formé&nderungsarbeit wird fur dW / dp = 0 erreicht. Es gilt:

dw _ _

d_B =2 DB D/\/Biegung -2 D/\/Sprengwerk +2 [ﬂ?} |]/\/Spengwerk =0 (35)
und somit:

B — 2 D/\/Sprengwerk — WSprengwerk (36)

2 D/\/Biegung + 2 |]/\/Sprengwerk WBiegung + WSprengwerk

Durch die hier getroffenen mathematischen Ansatze wirde sich fir einen Abstand der Ein-
zellast von a = z noch Biegetragwirkung einstellen. Aus verschiedenen Versuchen und
Bruchbildern in der Literatur muss man jedoch schlieRen, dass auflagernahe Lasten bis zu
diesem Abstand ausschliel3lich tGber Sprengwerkswirkung abgetragen werden. Diese Er-
kenntnis lasst sich dadurch erklaren, dass sich bei diesen geringen Abstéanden der Last die
schragen Zugspannungen aus der Zugzone nicht ausbilden kénnen, die zur Umlenkung der
Biegedruckkraft Cg zum Auflager hin erforderlichen wéren (siehe auch Bild 7).

Ce

Bild 7: Krafteverlaufe bei auflagernahen Einzellasten

Von a=2z bisca. a= 2,5z wird sich also ein Ubergangsbereich vom sprengwerkartigen
Tragsystem hin zum gemischten Tragsystem einstellen. Deshalb wird die Sprengwerksar-
beit mit einem Anpassungsfaktor k behaftet. Dieser Faktor muss folgende Bedingungen
erfullen:

z)=0 = k(z)=0
B(2) (2) o
B(25)=p = k(250F)=1
Da in der Funktion fur die Arbeit 3 quadratisch vorkommt, wird fir k die Funktion
k=AB/m+B (38)

mit m nach Glg. (4) gewahlt. Aus Glg (37) folgt dann:
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k(m=1)=0 =  B=-A

39
k(m=25)=1 = A=—T (39)
25-1
und somit
1
k(m)=——0/m-—— (40).
( ) 72,5 -1 V2,5 -1
Fur die Funktion fur 3 folgt also:
k (W,
W f;gzﬁk fir 1Ism<25
B(m) — Biegw Sprengwerk (41)
Sprengwerk fur m> 2,5
WBiegung + WSprengwerk

Die somit zu ermittelnden anteiligen Tragmechanismen wurden fir m =1 bis m =7 mit
Hilfe eines Tabellenkalkulationsprogramms ermittelt. Im Bild 8 ist der Anteil der Spreng-
werkswirkung, d. h. die Funktion (1 - ), mit und ohne Anpassungsfaktor k graphisch
dargestellt. Zur Vervollstandigung sind im Bild 9 auch noch die erforderlichen Formé&nde-
rungsarbeiten bei Biegetrag- und Sprengwerkswirkung, mit Anpassungsfaktor k, aufge-
zeigt. Dabei blieb der bei beiden Arbeitsgleichungen gleiche Term 4 [F*/ (3 [b, [E) unbe-
ricksichtigt.

o o o

N o ©
/

/

o
»
|

—— mit Anpassungsfaktor k
----- ohne Anpassungsfaktor k

Anteil der Sprengwerkswirkung
o
[6)]

0,4 1
0,3 TN

0,2

0,1

0

1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7

m=alz
Bild 8: Anteil der Sprengwerkswirkung zum Lastabtrag in De;-Bereichen

(Funktion (1 -B))

Aus Bild 8 geht hervor, dass der Anteil der Sprengwerkswirkung am Lastabtrag bis ca.
m = 2,5 stark abnimmt - mit bedingt durch die Einfihrung des Anpassungsfaktors k. Der
Knick bei m =2,5 kommt aus dessen Einfihrung und ist mathematisch bedingt. Bei groRer
werdendem m néhert sich die Funktion - etwa bei m =7 - asymptotisch dem Wert 0,25
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an, was rein rechnerisch bedeutet, dass hier immer noch ein Viertel der Last Uber Spreng-
werkswirkung abgetragen wird. Im Bild 9 sieht man gut, dass die erforderliche Formande-
rungsarbeit bei Sprengwerkswirkung bei wachsendem m bedeutend schneller ansteigt als
die bei Biegetragwirkung, was bestétigt, dass bei gréReren Abstdnden der Einzellast vom
Auflager auch ein gréf3erer Anteil Gber Biegung abgetragen wird.

800

700

92}
[}
o

al
o
o

— Biegung
— Sprengwerk

Arbeit qualitativ
N
o
=)

300 A

200

100

m=alz

Bild 9: Formanderungsarbeiten in D.-Bereichen qualitativ
(mit Anpassungsfaktor k)

Trotz der getroffenen Vereinfachungen kann die durchgefiihrte Untersuchung - in Uberein-
stimmung mit der Anschauung - als guter Beleg dafur gewertet werden, dass die Wirkung
Uberlagerter Sprengwerke bei kleinen Abstanden der Lasten vom Auflager sehr grof3 ist und
mit zunehmenden Abstéanden bis etwa m =7 immer kleiner wird. Die Tatsache, dass nach
diesem Rechenmodell bei allen Systemen mit m > 7 immer ein Viertel der Last Uber
Sprengwerkswirkung abgetragen wird, erscheint weniger plausibel. Allerdings ist dieser Teil
des Ergebnisses ohnehin von geringer Aussagekraft fir Stahlbetontragwerke, da bei grof3e-
ren Werten von m damit zu rechnen ist, dass sich flach geneigte Druckstreben in Folge
der Biegerisse nicht mehr ausbilden kénnen und damit die Giltigkeit des vorliegenden Mo-
dells fur den Zustand | fir langere Tragwerke im Zustand Il nicht mehr gegeben ist.

5. Vergleichende FE-Berechnungen

Zur Abrundung der Betrachtungen von auflagernahen Lasten im Zustand | wird der Verlauf
der Hauptspannungen in Abhangigkeit vom Abstand der Einzellast zum Auflager dargestellt,
zunachst im Bild 10 fur symmetrisch belastete Einfeldtrager und zum Vergleich im Bild 11
fur Durchlauftrager. Wie zuvor werden zur Verringerung des Rechenaufwandes in Feldmitte
(rechts) jeweils die Lagerbedingungen fir Symmetrieachsen eingefthrt. Um mit diesem
System ein Innenfeld eines Durchlauftragers zu simulieren, wird im Bild 11 auch links im
Auflagerbereich die Symmetriebedingung eingefihrt.
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Im Bild 10 st allein schon grafisch gut zu erkennen, wie die Ausbildung der direkten
Druckstrebe von der Lasteinleitung zum Auflager mit zunehmendem Abstand der Last immer
mehr hinter dem Spannungszustand aus der Biegung zurlcktritt. Dennoch ist in allen dar-
gestellten Fallen - alsovon m=1 bis m=5 - die direkte Druckstrebe mehr oder - mit
zunehmendem m - weniger deutlich zu erkennen. Als Orientierungshilfe wurde in den ein-
zelnen Teilbildern jeweils die Verbindungslinie von der Last zum Auflager gestrichelt einge-
tragen. Diese Rechenergebnisse stehen also auch in qualitativem Einklang mit dem zuvor
entwickelten Rechenmodell.

Auf Grund der zwischen den Einzellasten und den Zwischenauflagern vorhandenen Momen-
tennullpunkten stellen sich fur Einzellasten in der Nahe von innen liegenden Auflagern deut-
lich andere Spannungszustande ein als bei Einzellasten in der Nahe von Endauflagern.

Bei Einzellasten in der Nahe von Innenstitzen ist gemafR Bild 11 nur fir m =1 eine direk-
te Druckstrebe von der Lasteinleitung zum Auflager zu erkennen. In allen anderen Féllen
wird die Kraft gleichfalls immer Uber eine unter 45 ° geneigte Druckstrebe eingeleitet (vgl.
die gestrichelte Hilfslinie). Im Bereich des unteren Randes wird diese Druckstrebe von einer
Zugstrebe gehalten, die schrag nach oben in Richtung Auflager verlauft und in ein Zugge-
wolbe Ubergeht, das das Auflager tberspannt. (Die eingefiihrte Symmetriebedingung impli-
zZiert, dass links vom linken Auflager gleichfalls eine gleich groRe Last eingeleitet wird, so
dass das Zuggewolbe im betrachteten Fall symmetrisch Gber dem Auflager verlauft.)

Im Bild 11 ist durch die dinnen lotrechten Linien die jeweilige Lage des Momentennull-
punktes gekennzeichnet. Es ist leicht zu erkennen, dass, je nach seiner Lage in Bezug auf
die lasteinleitende Druckstrebe, im Bereich des Momentennullpunktes immer wieder andere
Spannungszustande entstehen, wobei keiner der Biegetheorie entspricht.

Dieses aus dem Bild 11 abgeleitete Tragverhalten ist schematisch im Bild 12 dargestellt.

! 1y

Bild 12: Tragverhalten fur Einzellasten in der Nahe von Innenstitzen

6. Zusammenfassung

Die hier durchgefiihrten Untersuchungen zeigen analytisch und numerisch, dass sich bei
auflagernahen Einzellasten sprengwerkartige Tragwirkungen einstellen, die fir Stahlbeton-
tragwerke deutlich glinstigere Beanspruchungen darstellen als eine reine Biegebeanspru-
chung. Es konnte weiterhin gezeigt werden, dass sich diese giinstigere Tragwirkung auch
fur Einzellasten in einem Abstand a > 2,5 [d vom Auflager bemerkbar macht. Eine beson-
dere Bedeutung erhélt dieser Umstand dadurch, dass diese glnstigere Tragwirkung in vie-
len Versuchsauswertungen nicht beriicksichtigt wurde. Wenn entsprechende Versuchser-
gebnisse dann als allgemein gultig auch auf B-Bereiche bezogen werden, so kénnen derar-
tige Interpretationen erheblich vom tatsachlichen Tragverhalten abweichen. In solchen Fal-
len wirden Lasten oder Lastanteile, die direkt Uber Druckstreben in die Auflager geleitet
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werden, mdoglicherweise als Uberhdhtes Tragvermégen der Stege im Biegebereich fehlin-
terpretiert.

Das Ergebnis der theoretischen Berechnung, dass bei allen Systemen mit m > 7 immer ein
Viertel der Last Uber Sprengwerkswirkung abgetragen wird, erscheint, wie bereits be-
schrieben, weniger plausibel. Allerdings ist, wie schon dargestellt, dieser Teil des Ergeb-
nisses ohnehin von geringer Aussagekraft flr Stahlbetontragwerke, da bei grof3eren Werten
von m damit zu rechnen ist, dass sich flach geneigte Druckstreben auf Grund der Biege-
risse im Zustand Il nicht mehr ausbilden kénnen.
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